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ГЛАВА 1. ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 
 
1.1. Векторы и их свойства 
 
Вектором называется направленный отрезок AB  
(см. рис.). 
Вектор обозначается указанием его начала и кон-
ца, или одной буквой, например, a . 
Векторы называются равными, если они имеют 
одинаковые модули (длины), лежат на параллельных пря-
мых или на одной прямой и направлены в одну сторону. 
Если известны координаты точек );;( 111 zyxA  и );;( 222 zyxB , то коор-
динаты вектора );;( 321 aaaAB  определяются следующим образом: 
121 xxa −= , 122 yya −= , 123 zza −= . 
Координаты вектора являются его проекциями на координатные оси, 
поэтому вектор );;( 321 aaaa  можно представить разложением 
kajaiaa 321 ++= , 







1 aaaa ++= . 
Если векторы a  и b  заданы своими координатами в базисе i , j , k , 
т. е. );;( 321 aaaa , );;( 321 bbbb , то 
kbajbaibaba )()()( 332211 ±+±+±=± . 
Векторы, лежащие на одной прямой или на параллельных прямых, 
называются коллинеарными. 
Условием коллинеарности двух векторов );;( 321 aaaa  и );;( 321 bbbb  














Произведением вектора );;( 321 aaaa  на скаляр α  является вектор 
с координатами 1aα , 2aα , 3aα . 
Векторы a  и aα  коллинеарны и одинаково направлены, если 0α > , 








a =0  называется единичным вектором вектора a . 
Пусть вектор a  составляет с осью OX  угол α , с осью OY  угол β , 
с осью OZ  угол γ , тогда его единичный вектор 0 ( )cos ,cos ,cosa α β γ  и 
cosα , cosβ , cos γ  называют направляющими косинусами вектора. 
Скалярным произведением двух векторов a  и b  называется про-
изведение их модулей на косинус угла между ними: 
),cos( bababa ⋅⋅=⋅ . 
Отметим свойства скалярного произведения векторов: 
1) abba ⋅=⋅ ; 
2) cabacba ⋅+⋅=+ )( ; 
3) 22 0cos aaaaaa ==⋅=  и 22 aa = ; 
4) если ba ⊥ , то 0=⋅ba , и обратно; 
5) если векторы a  и b  заданы в базисе i , j , k  своими координата-
ми, то 332211 babababa ++=⋅ . 





=∠ ),(cos . 
Векторным произведением двух векторов a  и b  называется век-
тор c , определяемый следующими условиями: 
1) ),(sin babac ∠⋅= ; 
2) ac ⊥ , bc ⊥ ; 
3) векторы a , b , c  образуют правую трой-
ку, т. е. ориентированы по отношению друг к другу, 
например, как векторы i , j , k  (см. рис.). 
Векторное произведение будем обозначать 
как [ ]ba; . 
Отметим свойства векторного произведения векторов: 
1) [ ] [ ]abba ,, −= ; 






3) ( )[ ] [ ]bambam ,, ⋅=⋅ , где m  – const; 
4) если ba || , [ ] 0, =ba , в частности, [ ] 0, =aa . 
Пусть векторы a  и b  заданы своими координатами в базисе i , j , k : 





















)()()( 122131313232 babakabbajabbai −+−−−= . 
По определению, площадь параллелограмма, построенного на векто-
рах a  и b , равна модулю их векторного произведения: 
[ ]baSпар ,. = . 
Смешанным произведением векторов a , b  и c  называется произ-
ведение вида 
[ ] [ ] cbacbacba ⋅⋅=⋅=⋅ ,, . 
Модуль смешанного произведения трех векторов равен объему па-
раллелепипеда, построенного на этих векторах. 








Если векторы a , b  и c  заданы своими координатами );;( 321 aaaa , 







cba =⋅⋅ . 
Отметим свойства смешанного произведения векторов: 
1) cabbcabacacbcba ⋅⋅−=⋅⋅−=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅ ; 
2) если векторы a , b  и c  лежат в одной плоскости (компланарны), то 
0=⋅⋅ cba . 
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Замечание. Отметим, что три некомпланарных вектора ABa = , 
ACb =  и ADc = , взятых в указанном порядке, образуют правую тройку, 
если из конца AD  поворот от AB  к AC  по кратчайшему пути виден в на-










. Выразить вектор AC  через вектор AB , ес-
ли векторы AC  и AB  противоположно направлены ( ↑↓AC AB ) (см. рис.). 
Решение 
Т. к. векторы AC  и AB  противопо-
ложно направлены и длина вектора AC  в три 
раза больше длины вектора AB , то 
AC AB3−= . 
 
2. Пусть ba = . Следует ли отсюда, что ba = ? 
Решение 
Не следует, т. к. условие задачи не содержит условия сонаправлен-
ности векторов a  и b . 
 
3. Известно, что 0≠a  и b a= λ . Каким должно быть число λ , чтобы 
выполнялись следующие условия: 
а) a  и b  сонаправлены и 1=b ; 
б) a  и b  противоположно направлены и 1=b ; 




λ = . 
б) 1
a
λ = − . 





4. Доказать правило раскрытия скобок:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )nnnn bbbaaabababa +++−+++=−++−+− ......... 21212211 . 
Решение 
По определению разности векторов 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))(...)()(... 22112211 nnnn babababababa −+++−++−+=−++−+− . 
Обозначим последнее выражение через x  и, опуская часть скобок 
в соответствии с договоренностью, основанной на законе ассоциативности 
сложения, получаем: 
x )(...)()( 2211 nn bababa −+++−++−+= . 
Применим теперь несколько раз закон коммутативности сложения, 
тогда будем иметь 
x ( ) ( ) ( ) ( )nn bbbaaa −++−+−++++= ...... 2121 . 
Отсюда 
x ( )nbbb ++++ ...21 ( ) ( ) ( ) ( )+−++−+−++++= nn bbbaaa ...... 2121  
=++++ nbbb ...21 ( )++++= naaa ...21( ) ( ) ( )=−+++−++−+= )(...)()( 2211 nn bbbbbb  
( )
nn aaaaaa +++=+++++++= ...0...00... 2121 . 
Применим правило переноса слагаемых из одной части векторного 
равенства в другую, тогда 
x ( )−+++= naaa ...21 ( )nbbb +++ ...21 . 
5. Доказать, что для любого вектора a  имеет место равенство 
aa =−− )( . 
Решение 
Пусть )( ax −−= , тогда 0)( =−+ ax . Прибавим к обеим частям этого 
равенства вектор a : 
( ) xxaaxaax =+=−++=+−+ 0)()( . 
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6. Доказать, что для неколлинеарных векторов a  и b  равенство вы-
полняется тогда и только тогда, когда 0== nm . 
Решение 
Проведем доказательство методом от противного. 
Пусть a  и b  – неколлинеарные векторы, такие что 0=+ bnam  и 0≠m . 
Тогда 


























































−=  и в силу признака коллинеарности векторов a  и b  колли-
неарны. 
Имеем противоречие. 
Отметим, что аналогичные рассуждения можем предложить и для 0≠n . 
7. Вектор a  образует с осью l  угол ϕ . Какой угол с осью l  образует 
aλ  при 0λ ≠ ? 
Решение 
При 0λ >  вектор aλ  образует с осью l  угол ϕ , а при 0λ <  угол 
( )pi − ϕ . 
 
8. Выразить вектор a  через коллинеарный с ним вектор e , если 1=e . 
Решение 
eaa = , если ea ↑↑ ;   eaa −= , если ea ↑↓ . 
9. Доказать, что если blakbnam +=+ , то 0)()( =−+− blnakm . 
Решение 
Перенесем векторы из правой части равенства blakbnam +=+  в левую: 
0)()( =−+− blbnakam . 
На основании законов умножения вектора на число имеем 
akakak )())(1( −=−=− . 
Помимо этого, 
akmakamakamakam )()()( −=−+=−+=− . 
Аналогично доказывается, что blnblbn )( −=− . 
Таким образом, blakbnam +=+  тогда и только тогда, когда 
0)()( =−+− blnakm . 
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10. Рассмотрим следующую задачу. Пусть a  и b  – неколлинеарные 
векторы (см. рис.). Отложим их от одной точки O : 
aOA = , bOB = . 
Пусть P  – плоскость, определяемая точками O , A , B . Любой вектор c , 
компланарный векторам a  и b , по определению параллелен плоскости P . 
Если построить вектор cOC = , то точ-
ка C  будет принадлежать плоскости P . 
Проведем через точку C  прямую l  па-
раллельно прямой OB . 
Т. к. векторы a  и b  не коллинеарны, 
то прямая l  и OA  пересекутся в некоторой 
точке D . 
Векторы OD  и OA  коллинеарны, и 
при этом 0≠OA . 
Согласно признаку коллинеарности 
векторов найдется такое действительное число x , что 
OAxOD ⋅= . 
Аналогично, найдется такое действительное число y , что 
OByDC ⋅= . 
Поэтому OByOAxDCODOC ⋅+⋅=+= , т. е. 
byaxc += . 
11. Пусть a , b  и c  – три вектора пространства, связанные соотноше-
нием byaxc += . Доказать, что векторы a , b  и c  компланарны. 
Решение 
Если векторы a  и b  коллинеарны, т. е. параллельны некоторой пря-
мой l , то этой же прямой параллельны векторы ax  и by , а также и век-
тор c , являющийся суммой векторов ax  и by . Следовательно, a , b  и c  
параллельны любой плоскости, содержащей прямую l . 
Если a  и b  не коллинеарны, то отложим их от некоторой точки O , 
как в предыдущей задаче: 
aOA = , bOB = . 











Плоскость P  проходит через точки O , A , B . Возьмем на прямой 
OA  точку D  так, чтобы OAxOD ⋅= . Отложим от точки D  вектор 
OByDC ⋅= , который, будучи параллельным прямой OB , параллелен и 
плоскости P . Таким образом, начало и конец вектора 
OByOAxDCODOC ⋅+⋅=+=  лежит в P . Это же означает, что вектор 
byaxc +=  параллелен плоскости P , а, следовательно, компланарен векто-
рам a  и b . Признак компланарности трех векторов a , b  и c  получен: 
byaxc += . 
 
12. Задача о делении отрезка в данном отношении. 
Пусть A  и B  – различные точки, заданные различными радиусами-
векторами Ar  и Br  относительно полюса O . При этом λ  – положительное 
число. Нужно найти радиус-вектор Mr  точки M  отрезка AB , делящий этот 
отрезок в отношении λ , считая от точки A  (см. рис.). 
Решение 
Точка M  лежит на прямой AB  меж-








λ = , потому 
( 1)AB AM
AB AM MB AM
λ +











1 1 1A B A A B
r r r r r
λ λ
= + − = +











 называется делением отрезка в данном 
отношении. 
При 1λ =  точка M  делит отрезок AB  пополам. 
 М 








13. Точка )4,2,2(M  делит отрезок AB  в отношении 2
3
λ = . Найти ко-
ординаты точки B , если )0,4,2(−A . 
Решение 
Положим, что точка ),,( zyxB  – конец отрезка. Точка )4,2,2(M  делит 
отрезок AB  в отношении 2
3































т. е. 8=x , 1−=y , 10−=z . 
 
14. Концы однородного стержня находятся в точках )8,5,3( −A  и 
)6,13,7( −B . Найти координаты центра масс стержня. 
Решение 
Центр масс ),,( zyxM  однородного стержня находится в его середи-


















15. Четырьмя точками отрезок AB  делится на 5 равных частей. Опре-
делить координату точки деления, ближайшей к точке A , если )3(−A , )7(B . 
Решение 











− + ⋅+ λ
= = = −
λ + +
, т. е. )1(−C . 
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16. В базисе 1e , 2e , 3e  заданы векторы 3212 eeea +−= , 
321 43 eeeb −+= . Найти вектор bac 32 +=  в этом базисе. 
Решение 
Так как при умножении вектора на число каждая координата умно-
жается на это число, а при сложении векторов соответствующие координа-
ты складываются, то  
321321321 1017)43(3)2(2 eeeeeeeeec −+=−+++−= . 
 
17. Векторы заданы в ортонормированном базисе i , j , k  координа-
тами )8,1,2( −a , )3,2,1(1e , )2,1,1(2 −−e , )0,6,1(3 −e . 
Следует убедиться, что тройка векторов 1e , 2e , 3e  образует базис, и 
найти координаты вектора a  в этом базисе. 
Решение 
Если определитель, составленный из координат векторов 1e , 2e , 3e , 
не равен нулю (векторы не компланарны), то 1e , 2e , 3e  линейно независи-

























Итак, 1e , 2e , 3e  – базис. 
Обозначим координаты вектора a  в этом базисе через x , y , z , т. е. 
321 ezeyexa ++= . 
Из этого равенства следует, что 
=−+−−+++=+− jzizkyjyiykxjxixkji 623282  
kyxjzyxizyx )23()62()( −+−−+++= . 
Однако два вектора равны тогда и только тогда, когда их соответст-
вующие координаты равны. 
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Отсюда легко получить 2=x , 1−=y , 1=z . 
Итак, в базисе 1e , 2e , 3e  вектор a  представляется разложением 
321 1)1(2 eeea +−+= . 
 
18. Пусть 1e  и 2e  – единичные векторы, 
направленные по осям прямоугольной декар-
товой системы координат. 
Повернем оси координат на угол ϕ  про-
тив часовой стрелки, и пусть 
′
1e  и 
′
2e  – новые 
базисные векторы (см. рис.). 
Углы, образуемые вектором 
′
1e  с векто-
рами 1e  и 2e , равны соответственно ϕ  и 2
piϕ − . 
Поэтому координаты этого вектора в базисе 1e , 2e  равны cosϕ  и 
cos sin
2
pi ϕ − = ϕ 
 
. Значит, 1 1 2cos sine e e
′
= ϕ ⋅ + ϕ ⋅ . 
Углы вектора 
′
2e  с векторами 1e  и 2e  равны соответственно 2
pi
+ ϕ  и ϕ , 
а его координаты в базисе 1e , 2e  равны cos sin2
pi ϕ + = − ϕ 
 
 и cosϕ . 
Значит, 2 1 2sin cose e e
′
= − ϕ ⋅ + ϕ ⋅ . 
 
19. Найти направляющие косинусы вектора AB , если )5,4,3( −A , 
)3,8,1( −−B . 
Решение 
Направление вектора a  определяется углами α , β , γ , образованны-
ми им с осями координат OX , OY  и OZ . 
ϕ  
2














α = , 2cos
a
a
β = , 3cos a
a
γ = , 
где 1a , 2a , 3a  – координаты вектора a  в базисе i , j , k , причем 
2 2 2cos cos cos 1α + β + γ = . 
Координаты вектора )2,4,4(−AB , длина этого вектора  










β = = , 2 1cos
6 3
γ = = . 
 
20. В пространстве задана некоторая система координат },,,{ 321 eeeO . 
Точки )0,0,1(A , )0,2,0(B , )0,2,1(−C , )2,0,0(D  – вершины тетраэдра ABCD , 
точки K  и L  – середины ребер || AC  и || DB . Найти матрицу перехода S  от 
системы координат },,,{ ADACABA  к системе координат },,,{ DBKLACB , 
если O  – точка пересечения медиан треугольника ACD  (см. рис.). 
Решение 
Проведем исследования, полагая, что ба-
зисными векторами могут согласно представлен-
ному тетраэдру быть следующие базисы: 
},,{ BDBCBA , },,{ ADABAC , },,{ ACODBO  и 
},,{ BOBCDA . 
Очевидно, что BAOABO =+ , 
BCOCBO =+ , BDODBO =+ . 
Поэтому 
BDBCBAODOCOABO ++=+++ )(3 . 
Однако, если O  – точка пересечения медиан треугольника ACD  , то 















Вектор AL  – вектор медианы треугольника ADB . Поэтому 
)(
2













Помимо этого, имеем следующие равенства: 











ADACABDB ⋅−⋅+⋅= 101 ; 








x x y z
y x y z
z x y z

′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + ⋅ +


′ ′ ′= ⋅ − ⋅ + ⋅ +


′ ′ ′= ⋅ + ⋅ − ⋅ +
 
– формулы перехода от системы координат },,,{ ADACABA  к системе 





























S  – матрица перехода. 
 
21. Введем на плоскости полярную систему координат. Эта система 
задается точкой O , называемой полюсом, и выходящим из полюса лучом, 
называемым полярной осью. Координатами точки M  в полярной системе 
координат являются полярный радиус ρ  – расстояние от точки M  до по-
люса ( | |OMρ = ), полярный угол θ  – угол между полярной осью и радиус-
вектором OM  точки M : ( ; )M ρ θ (см. рис.). Найти связь полярных коорди-
нат с декартовыми. 
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Решение 
По определению 0ρ ≥ , −∞ < θ < ∞ . Для то-
го чтобы соответствие между точками, отличны-
ми от полюса, и упорядоченными парами чисел 
было взаимнооднозначным, достаточно рассмат-
ривать угол θ , удовлетворяющий неравенствам 
−pi < θ ≤ pi , 0 2≤ θ < pi  . 
Координаты ρ  и θ  связаны с прямоугольными координатами x  и y  










причем 2 2 , tg xx y
y
ρ = + θ = . 
Например, если точка M  в прямоугольной системе координат имеет 
координаты )3;1( − , то 
















θ = = −
+
. 
Из полученных равенств следует, что 
5
3
θ = pi . 












1.2. Векторы и действия над ними 
 
1. Найти скалярное произведение векторов )2( ba +  и )3( ba − , если 
1=a , 2=b , ( , )
6
a b pi∠ = . 
Решение 
Используем определение и свойства скалярного произведения векторов: 
=−+−=−+ ),(3),(),(6),(2)3,2( bbabbaaababa  
2 2 32 5 cos ( , ) 3 2 5 1 2cos 3 4 10 1
6 2
a a b a b b
 pi








pi∠ = . Найти )4,2(cos bab −∠ . 
Решение 
Пусть abd −= 2 , be 4= , тогда, пользуясь определением скалярного 







Сосчитаем скалярное произведение, пользуясь его свойствами: 
456||32),(cos||||13684)1612,27( 22 =+∠+=++=⋅ nnmnmmnmnmed ; 
1564),(cos||||28497)27(|| 222 =+∠+=+= nnmnmmnmd ; 
5056256),(cos||||384144)1612(|| 222 =+∠+=+= nnmnmmnme . 
Таким образом, 
788736
456)4,2(cos =−∠ bab . 
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3. Вычислить работу равнодействующей F  сил )5,4,3(1 −F , 
)4,1,2(2 −F , )2,6,1(3 −F , приложенных к материальной точке, которая под их 
воздействием перемещается прямолинейно из точки )3,2,4(1 −M  в точку 
)1,4,7(2M . 
Решение 
Так как 321 FFFF ++= , то )3,3,4(F ; )4,2,3(21 SMM = . 
Поэтому 30432334 =⋅+⋅+⋅=⋅= SFA . 
 
4. В прямоугольном треугольнике ABC  с углом 90B∠ = °  bAC = , 
A∠ = α . Найти ),( CACB . 
Решение 
( , ) 90CB CA C ο∠ = ∠ = − α , | | sinCB b= ⋅ α , bCA =|| . 
2 2( , ) | | | | ( , ) (90 )cos sin cos sinCB CA CB CA CB CA b bb= ⋅ ∠ = ° − α =⋅ α ⋅ α . 
 
5. Доказать, что сумма квадратов длин диагоналей параллелограмма 
равна сумме квадратов длин всех его сторон. 
Решение 
Если a OA= , OBb =  – векторы сто-
рон параллелограмма OACB , то 
OCba =+ , BAba =−  – векторы его диа-
гоналей (см. рис.). 
По теореме косинусов имеем 
2222 ),(2)( bababa −+=− ; 
2222 ),(2)( bababa ++=+ . 
Сложим почленно эти равенства: 
2222 22)()( bababa +=++− .                                    (*) 
Поскольку |||||| aOABC == , |||||| bOBAC == , по формуле (*) получаем 
( ) ( )222222 |||||||||||| ACOBBCOAOCAB +++=+ . 
 








+a  b  
C 
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6. Дано: 11|| =a , 23|| =b , 30|| =− ba . Найти угол ),( ba∠  и || ba + . 
Решение 
По формуле (*) 
2090052921212||||2||2|| 222 =−⋅+⋅=−−+=+ bababa . 
Используя теорему косинусов, имеем 
( ) 125)(
2









baba , т. е. 125( , ) 180 arccos
253
a b∠ = ° − . 
 
7. Доказать, что 22),( bababa −=−+ . 
Решение 
Пусть bax += , bay −= ,   т. е. )(
2
1 yxa += , )(
2
1 yxb −= . 
Тогда ||
2
1|| yxa += , ||
2
1|| yxb −= ; 
),(),()|||(|
4
1 2222 babayxyxyxba −+==−−+=− . 
 
8. Дано: 3=a , 2=b , ( , ) 120a b∠ = ° . Найти длины векторов 
bap 2+=  и baq −= 2 , их скалярное произведение и угол между ними. 
Решение 
3120cos23),( −=⋅⋅= ba ; 
1316)12(94),(4)2,2(),(|| 222 =+−+=++=++== bbaababappp . 
Отсюда следует, что 13|| =p ; 
52),(44)2,2(),(|| 222 =+−=−−== bbaababaqqq , т. е. 132|| =q ; 
18)9(182),(32)2,2(),( 22 =−−+=−+=−+= bbaababaqp ; 
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( , ) 1 1
cos
26| | | | 13 2 13
p q
p q







ϕ = . 
 
9. Длины ненулевых векторов a  и b  равны. Найти угол ϕ  между 
этими векторами, если известно, что векторы bap 3+=  и baq 35 +=  орто-
гональны. 
Решение 
Так как p  и q  ортогональны, то 
=++=++==
29),(185)35,3(0),( bbaababaqp
2 25 | | 18 | || | cos 9 | |a a b b= + ϕ + . 




ϕ = − , т. е. 7180 arccos
9
ϕ = ° − . 
  
Отметим, что скалярное произведение двух векторов равно модулю 
одного из них, умноженному на проекцию другого вектора по направле-
нию первого: 
aпрbbпрaba ba ⋅=⋅=⋅ |||| . 
10. Пусть a  и b  – ненулевые неколли-





c +=  образует равные углы с вектора-





 и ||1 b
bb =
 – единичные: 1|| 1 =a , 1|| 1 =b . Отложим их 
от одной точки, построив параллелограмм OACB  (см. рис.). Так как 
|||| OAOB = , то OACB  – ромб. Его диагональ OC  является биссектрисой 
AOB∠ . Поэтому вектор диагонали 11 baOCc +==  образует равные углы с 
векторами 1aOA =  и 1bOB =  и сонаправленными им векторами a  и b . 
С В 
O 
1a  А 
1b  
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11. Даны векторы bam 2+= , ban −= 3 . Найти вектор ],[ nm , если 
pba =],[ . 
Решение 
Воспользуемся определением и свойствами векторного произведения: 
=−+−=−+= ],[2],[6],[],[3]3,2[],[ bbabbaaababanm
ppp 702603 =−−−⋅= . 
Здесь воспользовались тем, что ],[],[ baaa −= , откуда следует, что 
0],[2 =aa , или 0],[ =aa . 
 
12. Даны векторы a  и b . Выразить вектор ],[ baba −+  через век-
тор ],[ bac = . 
Решение 
Согласно свойству линейности векторного произведения имеем 
=−+−=−+−=−+ ],[],[],[],[],[],[],[ bbabbaaababbaababa  
cbaba 20],[],[0 −=−−−= . 
 
13. Найти координаты единичного вектора e , противоположно на-
правленного вектору )1,2,2( −a . 
Решение 
31)2(2|| 222 =+−+=a , || a
a

















14. Вычислить площадь S  параллелограмма, сторонами которого яв-






















115)9()5(3],[ 222 =−+−+== baS . 
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15. Вычислить площадь треугольника, вершины которого – точки 
)1,0,1( −−A , )3,2,0( −B , )1,4,4(C . 
Решение 











=−+−+==∆ ACABS ABC . 
 
16. Даны точка )2,1(−A  и вектор )4,3( −a . Найти координаты таких 
точек B  и C , что aAB = , aAC ⊥  и |||| aAC = . 
Решение 
Положим, что ),( yxB . Тогда )2,1( −+ yxAB , и если ABa = , то 
13 += x , 24 −=− y , так что 2=x , 2−=y . 
Получили координаты точки B : )2,2( −B . 
Пусть теперь )~,~( yxC . Тогда )2~,1~( −+ yxAC . Но скалярное произве-
дение векторов AC  и a  должно быть равным нулю по условию их ортого-













~ yx . 














− yy , или 05~4~2 =−− yy . 
Решая квадратное уравнение относительно y~ , получаем два значе-
ния: 1~1 −=y , 5~2 =y . 
Для этих значений 5~1 −=x , 3~2 =x . 
Итак, существуют две точки C , удовлетворяющие условию задачи: 
)1;5(1 −−C , )5;3(2C . 
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17. Вычислить объем V  параллелепипеда DCBAABCD ′′′′ , зная его 
)3,2,1(A  и концы выходящих из нее ребер )4,6,9(B , )4,0,3(D , )6,2,5(A′ . 
Решение 
Очевидно, что )1,4,8(AB , )1,2,2( −AD , )3,0,4(AA ′ . Объем параллеле-





|,,(| =−=′= AAADABV . 
 
18. Доказать, что если 0],[],[],[ =++ accbba , то векторы a , b  и c  
компланарны. 
Решение 
Умножим скалярно заданное равенство на a : 
]),[,(]),[,(]),[,(0 acacbabaa ++= . 
Так как 0]),[,(]),[,( == acabaa , то 0=⋅⋅ cba  и потому, согласно 
свойству смешанного произведения, векторы a , b  и c  компланарны. 
 
19. Выяснить, при каком значении α  компланарны векторы a , b  и 
c , если a i j k= + α + , ( 1)b i j k= + α + + , c i j k= + α − . 
Решение 
Смешанное произведение указанных векторов  
1 1




⋅ ⋅ = α + = −
α −
, 
и потому ни при каких α  указанные векторы не компланарны. 
 
20. Даны векторы kia 44 += , kjib 23 ++−= , jic 53 += . Требуется: 
1) вычислить смешанное произведение векторов a , b  и c5 ; 2) вычислить 
модуль векторного произведения векторов c3  и b ; 3) вычислить скалярное 
произведение векторов a  и b3 ; 4) проверить, будут ли коллинеарны или 
ортогональны векторы a  и b ; 5) проверить, будут ли компланарны векто-
ры a , b  и c . 
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Решение 
1. Векторы a , b  и c  заданы в базисе i , j , k . Так как kjic 053 ++= , 





−=−−−=−=⋅⋅ cba . 
2. kjic 01593 ++= , и потому 
[3 , ] 9 15 0 30 27 15 18 30 18 42 ;
1 3 2
i j k
c b i k k j i j k= = + + − = − +
−
2 2 2[3 , ] 30 ( 18) 42 2988c b = + − + = . 
3. kjib 6933 ++−= , 126490)3(43 =⋅+⋅+−⋅=⋅ ba . 









, и поэтому векторы a  и b  
не коллинеарны. 
Скалярное произведение этих векторов не равно нулю: 
02430)1(4 ≠⋅+⋅+−⋅=⋅ba , 
и потому они не ортогональны. 





≠−+−=−=⋅⋅ cba , 
и потому векторы не компланарны. 
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ГЛАВА II. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ  
НА ПЛОСКОСТИ И В ПРОСТРАНСТВЕ 
 
2.1. Прямая на плоскости 
 
Если на плоскости взята декартова система координат, то всякое 
уравнение первой степени относительно координат x  и y  
0=++ CByAx , 
где A  и B  одновременно не равны нулю, определяет прямую в этой сис-
теме координат. Верно и обратное утверждение. 
Представленное уравнение называется общим уравнением прямой. 
Следует отметить частные случаи уравнения прямой: 
1) если 0== CB , то 0=x  – уравнение прямой, совпадающей 
с осью Oy ; 
2) если 0== CA , то 0=y  – уравнение прямой, совпадающей 
с осью Ox . 
Углом наклона прямой к оси Ox  называется наименьший угол ϕ , 
на который следует повернуть в положительном направлении ось абсцисс 
до ее совпадения с данной прямой. 
Направление любой прямой характеризуется ее угловым коэффици-
ентом k , который определяется как тангенс угла наклона ϕ  этой прямой к 
оси Ox : 
tgk = ϕ . 
Однако прямая, перпендикулярная к оси Ox , не имеет углового ко-
эффициента. 
Уравнение прямой, имеющей угловой коэффициент k  и пересекаю-
щей ось Oy  в точке с ординатой b , записывается как 
bkxy += . 
Если векторы a  и b  заданы своими координатами в базисе i , j , k , 
т. е. );;( 321 aaaa , );;( 321 bbbb , то 
kbajbaibaba )()()( 332211 ±+±+±=± . 
Угловой коэффициент прямой, заданной двумя точками ),( 11 yxA  и 
















где a  и b  – соответственно абсцисса и ордината точек пересечения прямой 
с осями Ox  и Oy . 
Уравнение прямой, проходящей через точку ),( 11 yxA  и имеющей уг-
ловой коэффициент k , представляется в виде 
)( 11 xxkyy −=− . 
Уравнение прямой, проходящей через две данные точки ),( 11 yxA  и 















Если две прямые заданы своими общими уравнениями 






































Если угловые коэффициенты двух прямых 1k  и 2k  совпадают, то 
прямые параллельны. 
Условием перпендикулярности прямых является выполнение соот-
ношения 





k −= . 
Под углом между двумя прямыми понимается один из двух смежных 
углов, образованных их пересечением. 
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Знак «+» соответствует острому углу ϕ , а знак «–» – тупому. 
Прямая линия на плоскости полностью определена, если на ней за-
дана точка 0M  и задан ненулевой вектор, параллельный этой прямой. 
Если известны координаты точки 0M  и координаты направляющего 





x x a t





где ),( 000 yxM , ),( 21 aaa  – направляющий вектор прямой. 
Исключая параметр t  из параметрических уравнений прямой, полу-












Всякая плоскость в координатном пространстве OXYZ  может быть 
задана общим уравнением 
0=+++ DCzByAx , 
где A , B  и C  – координаты вектора, перпендикулярного к плоскости. 









называемому уравнением плоскости в отрезках. 
Угол ϕ  между плоскостями 01111 =+++ DzCyBxA  и 02222 =+++ DzCyBxA  
определяется по формуле 
1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2
cos
A A B B C C
A B C A B C
+ +ϕ =


















а условие их перпендикулярности: 
0212121 =++ CCBBAA . 
Уравнение плоскости, проходящей через точку ),,( 0000 zyxM  и пер-
пендикулярной к вектору kCjBiAn ++= , имеет вид 
0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA . 
Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки )( 11 rM , 
)( 22 rM , )( 33 rM , где kzjyixr 1111 ++= , kzjyixr 2222 ++= , kzjyixr 3333 ++=  
и kzjyixr ++=  – радиус-вектор текущей точки искомой плоскости M , 













Параметрические и канонические уравнения прямых в пространстве 



























Заметим, что для приведения общего уравнения плоскости к нор-
мальному виду (как и для прямой) все члены уравнения следует умножить 







где знак перед радикалом противоположен знаку свободного члена D  в 




1. Даны вершины )1,2(A , )3,6(B , 
)5,4(C  треугольника. Найти: 1) длину сторо-
ны AB ; 2) внутренний угол A ; 3) уравнение 
высоты, проведенной через вершину C ; 4) 
уравнение медианы, проведенной через вер-
шину C ; 5) точку пересечения высот тре-
угольника; 6) длину высоты, опущенной из 
вершины C . 
Решение 
Сделаем чертеж (см. рис.). 
1. Длину стороны AB  найдем как расстояние между двумя точками 
A  и B : 
5220)13()26(|| 22 ==−+−=AB . 



















отсюда получаем 032 =−− yx , 32 −= xy . 
Итак, угловой коэффициент прямой AC   21 =k . 


















отсюда получим уравнение 02 =− yx  или xy
2
1
= , причем 
2
1
1 =k ; 
1 2
1 2






= = = =
+ + ⋅
. 
3. Уравнение высоты, проведенной через вершину C , ищем в виде 























Тогда )4(25 −−=− xy  или 0132 =−+ yx . Отсюда 132 +−= xy . 
4. Для определения уравнения медианы CM  следует найти коорди-


































тогда уравнение медианы имеет вид 
4=x  (прямая OXCM ⊥ ). 
5. Точку пересечения высот треугольника найдем как точку K  пере-
сечения высот CD  и BK . 



























6. Для нахождения длины высоты CD  запишем нормальное уравне-






























CC yxCD . 
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2. Найти точку ),( *** yxM , симметричную точке )3,1(0M  относи-
тельно прямой l : 032 =+− yx . 
Решение 
По определению симметричной точки вектор 
*
0MM  имеет координаты 1
*
−x  и 3* −y . Этот век-
тор перпендикулярен к прямой l , т. е. ортогонален 
направляющему вектору )1,2(a  (см. рис.). 
Имеем уравнение 
0)3()1(2),( ***0 =−+−= yxaMM , или 
052 ** =−+ yx . 










1 ** yxQ . Эта точка лежит 
































3. Составить уравнение прямой l , проходящей через точку )4,2( −A  
и отстоящей от начала координат на расстоянии, равном двум единицам. 
Решение 
Уравнение прямой, проходящей через точку ),( 11 yxA  и имеющей уг-
ловой коэффициент k , записывается в виде 
)( 11 xxkyy −=− , 
в предположении, что эта прямая не параллельна оси ординат. 
В нашем случае уравнение искомой прямой  
)2(4 −=+ xky ,   или 0)24( =+−− kykx . 
Для определения углового коэффициента k  этой прямой воспользу-








Уравнение перпендикуляра, опущенного из начала координат на пря-
мую 0)24( =+−− kykx , имеет вид 
x
k
y 1−=  или 0=+ kyx . 
Решим систему двух уравнений: 


























































,  или 12 2 +=+ kk . 










=⋅−−−− yx  или 01043 =++ yx . 
 
4. Зная вершину )4;3( −A  треугольника ABC  и уравнения двух его 
высот, BM : 0127 =−− yx  и CN : 0672 =−− yx , записать уравнение сто-
роны BC . 
Решение 
Нормальный вектор )2;7( −  прямой BM  параллелен прямой AC . По-









,  или 01327 =−+ yx . 
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Координаты точки ),( BB yxB  найдем из системы уравнений 
7 2 13 0;



















,  или 02 =+− yx . 
 
5. Найти расстояние d  между прямыми 0543 =+− yx  и 
01386 =−− yx . 
Решение 











= . Для того чтобы 
найти расстояние между ними, следует взять на одной из прямых некото-
рую точку и найти расстояние от нее до другой прямой. 
Например, возьмем точку )2,1( , лежащую на первой прямой, тогда 
















Здесь 11 =x , 21 =y , 0=++ CByAx  – уравнение второй прямой. 
 
6. Составить уравнение прямой, проходящей через точку )2,1(M : 
1) перпендикулярно к вектору )5,3( −n ; 2) параллельно вектору )1,0( −s ; 
3) под углом 3
4
piϕ =  к оси OX . 
Решение 
Выберем тот вид уравнения прямой, который приведет к цели. 
1. Если точка ),( 111 yxM  принадлежит прямой с уравнением 
0=++ CByAx , то 011 =++ CByAx , т. е. 11 ByAxC −−=  и уравнение пря-
мой можно записать в виде 
0)()( 11 =−+− yyBxxA . 
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В нашем случае следует воспользоваться этим уравнением, зная, что 
),( BAn = : 
0)2(5)1(3 =−−− yx  или 0753 =+− yx . 


















,  или 01 =−x . 
3. Так как координаты точки ),( 00 yxM , через которую проходит пря-
мая, и угол ϕ , образованный прямой с осью OX , фигурируют в уравнении 
)( 00 xxkyy −=− , 
где tgk = ϕ , то имеем )1(12 −−=− xy ,  или 03 =−+ yx . 
 
7. Составить уравнения прямых, параллельных прямой 0143 =−+ yx  
и отстоящих от нее на расстоянии, равном единице. 
Решение 
Уравнение каждой из прямых будем искать в виде bkxy += . 
Обозначим прямую буквой l . 









 или 0443 =++ byx . 
Для отыскания параметра b  воспользуемся тем, что расстояние от 
любой точки прямой l , например точки )2,3( −A , до искомой прямой по 
условию равно 1. 
Однако это расстояние можно вычислить непосредственно. Выпи-
шем для этого уравнение прямой S , проведенной из точки A  перпендику-
лярно к прямой l : 
)3(
3
42 −=+ xy  или 01834 =−− yx . 
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Решив систему уравнений 
4 3 18 0;
























yyxxAB ABAB . 






 или 222 25)416()312( =−+− bb . 
Отсюда имеем 
032 2 =−− bb . 
Решая это уравнение, получим 
2
3
1 =b , 12 −=b . 
Подставим последовательно эти значения параметра в уравнение  
0443 =−+ byx  
и получим уравнения искомых прямых: 
0643 =−+ yx ; 
0443 =++ yx . 
 
8. Найти угол между прямыми, заданными уравнениями 32 += xy  и 
23 +−= xy . 
Решение 
Прямые заданы уравнениями прямой с угловым коэффициентом 
21 =k  и 32 −=k . 





1 1 ( 3) 2
k k
k k
− − −ϕ = = =
+ ⋅ + − ⋅
. 
Таким образом, один из углов между прямыми равен 
4
pi









2.2. Прямая и плоскость в пространстве 
 























определяют одну и ту же прямую. 
Решение 
Прямые имеют один и тот же направляющий вектор )1,4,2(s . Следо-
вательно, прямые параллельны. 
Из уравнения прямой видно, что она проходит через точку )5,3,1( −R . 












 или 111 −=−=− . 
Отсюда следует, что и вторая прямая походит через точку R . Следо-
вательно, оба уравнения определяют одну и ту же прямую. 
 
2. Привести к каноническому виду уравнения, задающие прямую 
как линию пересечения двух плоскостей 0132 =−+− zyx  и 
0745 =−−+ zyx . 
Решение 
Первый способ 
Исключив вначале y , а затем z , получим 
0111113 =−+ zx , 0221117 =−+ yx . 



























Найдем вектор knjmils ++= , параллельный искомой прямой. Так 
как он должен быть перпендикулярен нормальным векторам заданных 
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плоскостей )3,1,2(1 −n  и )1,4,5(2 −n , то за него можно принять векторное 








Точку ( )1111 , zyxM , через которую проходит искомая прямая, можно 
легко найти. 











Решая систему, находим 21 =y , 11 =z . 









































Составить общее уравнение этой прямой. 
Решение 







































Получили общие уравнения прямой, которая теперь задана пересе-
чением двух плоскостей, одна из которых 01335 =−− yx  параллельна оси 
OZ , а другая 0113 =−+ zx  параллельна оси OY . 
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4. Найти проекцию точки )2;3;1( −M  на плоскость 
019352 =−−+ zyx . 
Решение 
Проекция точки M  на плоскость есть точка пересечения с данной 
плоскостью прямой, проходящей через точку M  перпендикулярно к дан-
ной плоскости. 





























Координаты точки пересечения этой прямой с данной плоскостью 





















Отсюда 019)23(3)35(5)12(2 =−+−−−++ ttt  или 03838 =−t . 
Итак, 1=t  и 3=x , 2=y , 1−=z . 
Получили искомую проекцию точки M : )1,2,3( − . 
 












Искомую прямую можно построить как линию пересечения плоско-
стей. Для этого запишем уравнения плоскостей, которыми определена 











Построив данные плоскости, получим искомую прямую. 
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6. Из точки )5,3,2( −P  на координатные плоскости опущены перпен-
дикуляры. Найти уравнение плоскости, проходящей через их основания. 
Решение 
Основаниями перпендикуляров, опущенных на координатные плос-
кости, будут точки )0,3,2(1M , )5,0,2(2 −M , )5,3,0(3 −M . Уравнение плоско-






















 или 06061015 =−−+ zyx . 
 
7. Найти угол α  между плоскостями 1P : 05224 =+−+ zyx , 
2P : 032 =−++− zyx . 
Решение 
Пусть 1N  и 2N  – нормальные векторы плоскостей 1P  и 2P : )2,2,4(1 −N , 
)2,1,1(2 −N , тогда 62|| 1 =N , 6|| 2 =N , 6),( 21 −=NN  и 
1 2
1 2
| ( , ) | 6 1
cos




α = = =
⋅ ⋅
. 
Следовательно, 60α =  . 
 


























Так как искомая плоскость проходит через данные прямые, то она 
проходит через точки )0,3,1(1 −M  и )2,1,0(2 −M , лежащие соответственно на 
первой и второй прямой. 
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Уравнение плоскости, проходящей через точку 1M , имеет вид 
0)3()1( =+++− CzyBxA . 
Так как точка 2M  лежит на плоскости, то 
024 =−+− CBA . 
Используем условие параллельности прямой и плоскости: 
032 =+− CBA . 











Решая эту систему, получим kA 10= , kB −= , kC 7−= . Положим, 
например, 1=k , тогда 10=A , 1−=B , 7−=C . Следовательно, уравнение 
искомой плоскости имеет вид 
07)3()1(10 =−+−− zyx  или 013710 =−−− zyx . 
Второй способ 
Искомая плоскость проходит через две точки 1M  и 2M . Для того, 
чтобы составить уравнение плоскости, нужно найти еще одну точку этой 
плоскости. Возьмем точку )3,4,3(3 −M , лежащую на первой прямой. Тогда 









 или 013710 =−−− zyx . 
 
9. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку )5,1,2( −M  
и перпендикулярной к плоскостям 0723 =++− zyx  и 01345 =++− zyx . 
Решение 
Запишем уравнение плоскости в виде 
0)5()1()2( =−+++− zCyBxA . 
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Так как плоскость перпендикулярна к заданным плоскостям, то 
должны выполняться условия: 
023 =+− CBA , 
0345 =+− CBA . 


























Раскрывая определитель, получим уравнение искомой плоскости 
052 =−++ zyx . 
 
10. Найти уравнения прямой, проходящей через точку )1,2,3( −M  и 
пересекающей ось OX  под прямым углом. 
Решение 
Так как прямая перпендикулярна к оси OX  и пересекает ее, то она 
проходит через точку )0,0,3(N . 
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